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Матричный метод классификации 
кривых второго порядка 


В работе предложен простой метод классификации кривых второго порядка и найдены их канонические 
формы уравнений. Основу метода составляет анализ симметричной матрицы третьего порядка, 
составленной из коэффициентов симметричной квадратичной формы второго порядка двух переменных. 


Введение 


Принципиально различают два подхода при изучении кривых второго порядка 
в аналитической геометрии. Условно назовем их аналитическим и геометрическим. 
В основе первого из них: уравнения кривых определяются непосредственно анали- 
тическими выражениями, а геометрические свойства кривых выводятся исходя из 
уравнений [1-3]. 

В другом подходе в качестве определений кривых второго порядка принимаются 
их геометрические свойства. Как правило, в качестве определений кривых принимаются 
геометрические свойства фокальных радиусов [4], [5]. 

Оба подхода имеют недостатки. В аналитическом подходе уравнения кривых 
«декларируются» и не видно их происхождения. В геометрическом подходе вывод 
канонических уравнений кривых (за исключением уравнения параболы) сопряжен со 
сложными и громоздкими вычислениями. 

Наконец, существует еще один достаточно общий подход, основанный на исполь- 
зовании свойств симметрии кривых. Этот подход позволяет получить канонические 
уравнения кривых из общего алгебраического уравнения второй степени [6-8]. Надле- 
жащим выбором декартовой системы координат и определения кривых второго по- 
рядка, основанных на свойствах фокальных радиусов и директрис (на различиях зна- 
чений эксцентриситетов различных типов кривых), уравнение общего вида приводится 
к каноническому уравнению соответствующей кривой [9]. 

Наиболее адекватным является подход, основанный на параллельном переносе 
и повороте осей декартовой системы координат, которые приводят уравнение общего 
вида (1) к одной из канонических форм. Этот подход позволяет провести полную 
классификацию геометрических образов, порождаемых квадратичной формой (1). 
Однако в подходе имеется недостаток, связанный со значительными по объему вы- 
числительными действиями. 

В работе предлагается относительно простой способ классификации кривых 
второго порядка, основанный на идее параллельного переноса и поворота осей систе- 
мы координат, но отличающийся тем, что вместо проведения аналитических расчетов 
используются мономиальные матрицы, которые можно построить из коэффициентов 
квадратичной формы (1). Каждая такая матрица, в зависимости от значений коэф- 
фициентов и их знаков, дает уравнения различных типов кривых. 
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1 Обоснование идеи метода классификации 
линий второго порядка 
Рассмотрим общее уравнение второй степени с двумя неизвестными хи у: 
ах’ +2а ху+а» у’ +2а:х+2азу+а: =0, (1) 
где а, а>,....азз — коэффициенты уравнения, заданные действительные числа. 


Запишем матрицу, составленную из коэффициентов квадратичной формы урав- 


нения (1) 
а, @а> @вз аи а, 0 а, 0 0 
А=| аз а» аз, А=| ах а», 0 р А"=| 0 а, 0| (2) 
а: Ч») @з 0 0 аз; 0 0 аз; 


В уравнении (1) матрица А является симметричной а, =а,. Это означает, что 


у матрицы А, вообще говоря, различных только шесть элементов. 

Как известно, при параллельном переносе декартовой системы координат на 
плоскости хОу и помещении ее в «центр» кривой, линейные члены формы (1) по хи у 
обращаются в нуль (исключением является парабола). Это означает, что коэффициенты 
а..а. матрицы (2) равны нулю. Учитывая симметричный характер матрицы А, 
получим преобразованную матрицу А’. Здесь коэффициенты а/1,4/.,а.›, а. квад- 
ратичной формы в новой системе координат х’О’у’, которая получена из старой хОу 
путем параллельного переноса вдоль осей координат х и у начала О в точку О’. Теперь 
поворотом системы координат х’О’у’ в «центре» кривой О’ всегда можно добиться того, 
чтобы квадратичный «смешанный» член 2а,х’у’ обратился в нуль. В результате 
исходная матрица А примет диагональный вид А”. Здесь коэффициенты а, а›,, аз 
квадратичной формы в системе координат х”О’у" , которая получена из системы х’О’у’ 
путем поворота осей координат х’и у’ вокруг начала координат О’. Заметим, что по 


внешнему виду матрица относится к так называемым мономиальным матрицам. 
Квадратная матрица называется мономиальной, если в каждой ее строке и столбце 
имеется единственный отличный от нуля элемент. Преобразование матрицы А 
квадратичной формы (1) с помощью параллельного переноса и поворота осей системы 
координат к диагональной матрице подсказывает возможность привести матрицу А к 
другому виду, в котором из 6 независимых элементов останется только 3 (параллельный 
перенос вдоль двух осей координат дает два «нулевых» элемента и поворот — еще один 
«нулевой» элемент, всего можно обратить в нуль 3 коэффициента а,,). Эти рассуждения 


приводят к методу классификации возможных типов уравнений кривых второго порядка 
путем построения всевозможных мономиальных матриц из исходной матрицы А. 


2 Построение различных мономиальных матриц 
и классификация кривых второго порядка 


В теории матриц определяются матрицы специального вида — мономиальные 
матрицы. Это квадратные матрицы, у которых в каждой строке и в каждом столбце 
находится только один, отличный от нуля, элемент. Простейшим примером моно- 
миальной матрицы является единичная матрица ЕЁ. 
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Идея классификации линий второго порядка состоит в том, чтобы из данной 
матрицы А построить все возможные мономиальные матрицы. Их всего четыре вида: 


а 0 0 00а, 0 о ода, а 0 0 
А=| 0 а, 00|, 4А=а, 0 0,4А=0 а, 0 ,А=Оо 0 а, | (3) 
0- ба о 00а, а 0 0 да, 0 


Заметим, что все матрицы невырожденные: 
ыь = 2 зе 2 я 2 
4е(А=ана»а., 9% А, =-а»,а., де А, =-аза, де А, =-ала... (4) 
Рассмотрим подробно каждую из матриц (3). Подставим отличные от нуля 
элементы матрицы А в уравнение (1), получим 


ан + ау” +аз =0. (5) 


Комбинации знаков элементов а !,4.›,а, матрицы А приводят к следующим 


уравнениям: 
1] о — уравнение эллипса с полуосями а иВ; 
а? р? -< УР м 2 
5 У у = б й 
[2] РИ а в уравнение гиперболы; 
ые. 
[3]* . = =1 — уравнение сопряженной гиперболы по отношению к гиперболе (2); 
2 2 
я 
[4] р + ъ2 = —1 — уравнение мнимого эллипса. 


Замечание. Звездочкой отмечены уравнения кривых, которые не входят в клас- 
сическую классификацию кривых второго порядка. 
Подставим отличные от нуля элементы матрицы А, в уравнение (1), получим 


арху+а =0. (6) 
Комбинации знаков элементов а.,а матрицы А, приводят к следующим урав- 


нениям: 


а ы ь 
[5]* ху=р, р=--* <0 - уравнение гиперболы, расположенной во второй и 
@1› 
четвертой координатных четвертях плоскости, р — параметр гиперболы; 


ее б й й 
[6]* ху=р, р=`">0 - уравнение гиперболы, расположенной в первой и 
12 


третьей четвертях координатных плоскости. 
Подставим отличные от нуля элементы матрицы А, в уравнение (1), получим 
ах’ +2азу=0. (7) 
Комбинации знаков элементов а/‚а матрицы А, приводят к следующим урав- 


нениям: 


а т т 
[7]* х’=2ру, р=-- <0 - уравнение параболы, расположенной в нижней 
п 
полуплоскости; р — параметр параболы; 
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#2 |. |, ф 
[8х =2ру, р=-=>0 - уравнение параболы, расположенной в верхней 
И 
полуплоскости. 
Подставим отличные от нуля элементы матрицы А, в уравнение (1), получим 


а›у’+2азх=0. (8) 
Комбинации знаков элементов 4а.,,а. матрицы А, приводят к следующим урав- 


нениям: 


ж2 _ _ @з 0— б ый а 
[9]* у’ =2рх, р= < 0 - уравнение параболы, расположенной в левой полу- 
22 
плоскости; 


а ы в 

ПОТЕ: ре а > 0 — уравнение параболы, расположенной в правой полу- 
Ч 

плоскости. 

Обратим внимание на то, что матрицы А; и А, приводят к уравнениям (7) и (8), 
отличающимся формально переменой местами неизвестных х и у. Матрицы, приво- 
дящие качественно к одному и тому же уравнению и переходящие друг в друга при 
циклической замене переменных, будем называть топологически эквивалентными. 
Таким образом, матрицы А; и А, являются топологически эквивалентными. Наоборот, 


топологически различными являются матрицы 4, 4, и А,. Именно эти три матрицы 


приводят к трем каноническим формам уравнений эллипса, гиперболы и параболы. 
Как видно из рассмотрения, мономиальные матрицы квадратичной формы алгеб- 

раического уравнения второй степени общего вида приводят к одному из трех кано- 

нических форм уравнений линий второго порядка — эллипсу, гиперболе и параболе. 
Отличительным моментом подхода является появление уравнения гиперболы в 

виде ху=р или уравнений [5]*, [6]*, что в обычной классификации линий второго 

порядка не рассматривается. Уравнение гиперболы в виде ху = р является частным 

2 2 2 2. 
случаем уравнений гиперболы в виде а или к Тем не менее, 
а а 

наша теория дает каноническую форму уравнения, т.е. одну из простейших форм 

математической записи уравнения гиперболы. Таким образом, матричный подход 

классификации кривых второго порядка автоматически учитывает одну из простей- 


ших форм записи уравнения гиперболы в виде уравнения ху=р. 


3 Классификация вырожденных геометрических 
образов в матричном методе 


Обратимся к вырожденным случаям уравнения (1). Следуя логике изложения, 
рассмотрим топологически не эквивалентные матрицы 4, 4,, 4А,. Из каждой мат- 
рицы можно получить вырожденную, т.е. такую, детерминант которой равен нулю. 
Так, равенство 4е{ А, = 0 реализуется в трех случаях: 


аа 00 а: 0;..© ооо 
о О и 
ооо о ба, 0 а. 
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Первая матрица соответствует уравнению ах’ +ау’ =0, которое, в свою 


2 2 
у 
очередь, в зависимости от знаков а! и а», дает два варианта [11] о 0+ 
а 


уравнение точки (0,0) или уравнение пары мнимых пересекающихся прямых и [12] 
2 2 


ин 
т 2 = 0 — уравнения пары пересекающихся прямых у = +/Ах, К=а/Ь. 

Вторая матрица соответствует уравнению ах” +а..=0, которое, в свою оче- 
редь, в зависимости от знаков а\| и азз, дает два варианта х’=р” — уравнения пары 


параллельных прямых х=+р и [13] х’=-р’ - уравнения пары мнимых парал- 


лельных прямых х = р. 
Третья матрица соответствует уравнению а,,у” +а,.= 0. Сравнивая это уравнение 


с предыдущим, делаем вывод о топологической эквивалентности матриц я и АС Е 
Равенство 4е( А, =0 реализуется в одном случае: 


00а. 0 
аа: 40 50 
000 


Эта матрица соответствует уравнению а,-ху = 0, которое дает два уравнения [14]* 
х = 0, у =0 - уравнения координатных осей хи у. 


Равенство 4е{ А, =0 реализуется в двух случаях: 


ооо о оба, 
4) =|‘0--а5. 014 =| 0 00 
ооо аа 00 


Первая матрица соответствует уравнению а,.у’ =0, которое дает уравнение 
ПЕ у = 0 — пара двух совпадающих координатных осей х. Вторая матрица соответ- 
ствует уравнению а/.х = 0, которое дает уравнение [16]* х =0 — координатная ось у. 

Замечание. Матрицы А“) и А“) топологически не эквивалентны матрице А‘”. 
Внешне три матрицы различимы в смысле их топологического свойства, хотя матрица 
А‘) дает пару уравнений х=0,у=0, а матрицы А? и А“) дают по одному урав- 
нению у’=0 и х=0 (отличие также в том, что А”) дает у’=0, т.е. пару совпада- 


ющих осей х). 
Остается рассмотреть дважды вырожденную матрицу А. Такая, топологически 
не эквивалентная матрица, только одна 


Она соответствует уравнению ах” =0, которое дает уравнение [17]* х’=0 — 
уравнения двух совпадающих координатных осей у. 
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4 Таблица классификации геометрических образов 
согласно матричному методу 


Приведем классификацию всех возможных геометрических образов уравнения 
второй степени (1). 


Таблица 1 — Матричный метод классификации 


Не вырожденные мономиальные топологически различные матрицы 
2 2 


уравнения эллипса — + Е =1, мнимого эллипса 
а’ Ь 
а 0 0 
х? я х2 у? т 
1 А=| 0 а, 0 —+-„=-1, гиперболы —---=1 и сопряженной 
а’ Ь а’ Ь 
0 0 @зз х2 2 
гиперболы -— — + = = 
а’ Ь 
са, 0 
2 А = а 30, 10 уравнения гипербол ху =р,р>0ир<0; 
0. 0 а 
00 а, 
3 А = 0 а, 0 уравнения парабол у’ =2рх и х’=2ру 
а 0 0 


Однократно вырожденные мономиальные топологически различные матрицы 


а, 0 0\ пары пересекающихся прямых у=+/Ах, 
4 А®=| 0 а, 0 | пары мнимых пересекающихся прямых у=+йх 
0 0 л 01 | или уравнение точки (0,0) 
ооо уравнения пары параллельных прямых у=-р, 
А = |0 а, 0 уравнения пары мнимых параллельных прямых 
0:20. 1 УИ 
00а, 0 
6 А =а, 0 0 уравнения осей координат х =0, у=0 
000 
Двукратно вырожденные мономиальные топологически различные матрицы 
ан- 9.0 | 
7 Но ео уравнения пары совпадающих координатных осей 
3 У=0 
000 


Все возможные геометрические образы, соответствующие общему уравнению 
второй степени (1), описываются шестью матрицами, из которых три А,4›,А, — мо- 
номиальные и отвечают трем типам кривых второго порядка — эллипсу, гиперболе и 
параболе, а следующие три А”, А”, А" — однократно вырожденные матрицы — 


соответствуют различным вырожденным геометрическим образам. 
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Таблица 2 — Сравнение матричного метода с другими методами классификации 
кривых второго порядка [10-14] 


2 2. 
р. 
1] ыы эллипс 
а 
х2 2 
[2] — + — =-1 Мнимый ЭЛЛИПС 
а В 
2 Я) 
[3] = ве мнимые пересекающиеся прямые 
В д р щ р 
х2 у? 
[4] —-==1 гипербола 
а _Ь 
2 2 
ей ы 
[5] 22-5: =0 две действительные пересекающиеся прямые 
а 
[6] у =2рх уравнения параболы 
[7] у а две параллельные прямые 
[8] жена” две мнимые параллельные прямые 
[9] х? =0 две совпадающие прямые 


Сравнивая табл. 1 табл. 2, можно сделать вывод о том, что наша классификация 
воспроизводит все известные геометрические образы, полученные различными суще- 
ствующими методами. Более того, наша теория проще и шире. Так, положительным 


моментом подхода является тот факт, что каноническое уравнение гиперболы пред- 
2 2 

ставлено в двух формах ей ху =р. В классических подходах получают 
а’ БР 


только первую форму для уравнения гиперболы. Вторая форма записи уравнения 


гиперболы имеет полное право на существование, поскольку имеет простой ВИД. 
2 2 


х 
Покажем, что уравнение гиперболы ху=р отличается от ^___=1 поворотом 
а’ Б 
осей декартовой системы координат на угол л/4. 
п СИЕ 5. п 
р а у'зШ тв у=-х'5т т а ИЛИ х = (к. у’), у= 52+ У’). 
2 2 


Подставим в уравнение ху = р ‚ получим 
#2 


ау у" - Хх - 
2 (р) (р) 
Выводы 


В работе предложен матричный метод классификации линий второго порядка и 
других геометрических образов, порождаемых алгебраическим уравнением второго 
порядка общего вида (1). Подход основан на анализе возможных мономиальных 
матриц, составленных из коэффициентов квадратичной формы общего вида. Невы- 
рожденные мономиальные матрицы состоят во взаимно однозначном соответствии с 
возможными типами кривых, а вырожденные матрицы, полученные из мономиаль- 
ных, соответствуют вырожденным случаям кривых второго порядка, следовательно, 
вырожденным геометрическим образам. 

Матричный метод классификации воспроизводит все известные ранее геомет- 
рические образы (девять возможных образов (табл. 2)) и дополняет новым частным 
случаем равнобочной гиперболы ху = р, уравнение которой обычно отсутствует в 


классической классификации [10-14]. 


_ 1 — равнобочная гипербола. 
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Другим важным выводом теории является возможность распространить метод 
для классификации поверхностей второго порядка, записав все возможные моно- 
миальные матрицы четвертого порядка из матрицы, составленной из коэффициентов 
квадратичной формы для трех переменных х, у,2 


Литература 


Ефимов Н.В. Краткий курс аналитической геометрии / Ефимов | Н.В. —М. : Наука, 1969. — 272 с. 

ь Александров П.С. Курс аналитической геометрии и линейной алгебры / Александров П.С. - М. : Наука, 
1979.— 512 с. 

3. Дьедонне Ж. Линейная алгебра и элементарная геометрия / Дьедонне Ж.- М. : Наука, 1972.-— 336 с. 

4. Ефимов Н.В. Линейная алгебра и многомерная геометрия / Н.В. Ефимов, Э.Р. Розендорн. - М. : 
Наука, 1969. — 527 с. 

5. Улитин Г.М. Геометрический подход к выводу канонических уравнений линий второго порядка / Г.М. 
Улитин, Л.П. Мироненко // Науково-методичн! роботи. — Донецьк : ДонНТУ, 2009. — Вин. 6.— С. 3-9. 

6. Улитин Г.М. Использование свойств симметрии кривых второго порядка для вывода их канонических 
уравнений / Г.М. Улитин, Л.П. Мироненко // Дидактика математики. — Донецк : ДонНУ, 2009. — С. 32-40. 

7. Мироненко Л.П. Использование свойств симметрии кривых второго порядка для вывода их канониче- 
ских уравнений / Л.П. Мироненко, И.В. Петренко, И.А. Новикова // Искусственный интеллект. — 2010. — 
№1.- С. 135-141. 

8. Мироненко Л.П. Единый подход рассмотрения канонических уравнений кривых второго порядка / Л.П. 
Мироненко, И.В. Петренко, И.А. Новикова // Искусственный интеллект. — 2010. — №2.- С. 50-56. 

9. Ильин В.А. Линейная алгебра / В.А. Ильин, Э.Г. Поздняк. — М. : Наука, 1999. — 296 с. 

10. Кадомцев С.В. Линейная алгебра и аналитическая геометрия / Кадомцев С.В. - М. : Физматлит, 
2003. - 160 с. 

11. Арозю1 Т.М. Саси$. Опе-Уапае Са[си[а$ уу ап шгофиасвоп ю Глпеаг Аоебга. Уо/. 1 / Арозю! Т.М. — оба 
Мау апа 5опз, Гпс., 1966. — 667 с. 

12. Делоне В.И. Аналитическая геометрия. Т. 1 / В.И. Делоне, Д.А. Райков. — М. ; Л. : Гостехиздат, 1949. — 592 с. 

13. Привалов И.И. Аналитическая геометрия / Привалов И.И. — Москва : Изд. ФМЛ, 1956. — 272 с. 

14. Моденов П.С. Аналитическая геометрия / Моденов П.С. — Москва : Изд. Московского университета, 
1966. — 698 с. 


Гцегайита 


ЕйЙтоу М.У. КтаКЦ Кагз апайисрезКо)] веотейи. М.: Мачка. 1969. 272 5. 

АШРекКзапагоу Р.5. Клгз апа|асвезКо] сеотейи 1 Ппепо)] аюебту. М.: МалКа. 1979. 512 5. 

Р’едоппе 75. Глпедпада а]себга 1 еетегиагра)а сеотейтца. М.: МалКа. 1972. 336 5$. 

Ейтоу М.У. Глперпада а1себга 1 тпоготегпа]а зеотейуа. М.: МаикКа, 1969. 527 $. 

От С.М. 55. паикоуо-тею4дусЬ В тоби. Ропес’К: ОойМТО. 2009. Уур. 6. 5. 3-9. 

Оо О.М. РадакаКа тайетайК1. Оопеск: РопМО. 2009. 5. 32-40. 

МиопепКо Г.Р. [5Киз6уеппу) пиеПеКе. 2010. № 1. $. 135-141. 

МиопепКо Г.Р. 15$Кизбуеппу] пиеПеке. 2010. № 2. 5. 50-56. 

П’т У.А. Глпепада асебга. М.: МаоКа. 1999. 296 5. 

10. Ка4отсеу $.У. Глпепа]а аоебга 1 апаписВезКа)а сеотейца. М.: ЕУМАТИТ. 2003. 160 5. 

11. Арозю1 Т.М. Сася $. Опе-Уапа Ме Са]сил$ У ап шеодасвоп ю Глпеаг А]зебга.Уо/1. 1. Хоп \/Пау 
апа $оп$, шс. 1966. 667 3. 

12.Беопе У.Г. АпаПпасВезКа)а зеотейща. Тот 1. бое 174ай. 1949. 592 5. 

13.Риуа]оу 1.1. АпайасБезКа)а зеотейта. [24. ЕМГ. МозкКуа. 1956. 272 $. 

14. Модепоут Р.5. АпаПасВезКа]а сеотей\а. МозКуа: 124. МозКоузКого итуегзНе!а. 1966. 698 $. 


хочлиьывь 


Л.П. Мироненко, [.В. Петренко 

Матричний метод класифкацй кривих другого порядку 

У робот! запропонований простий метод класифкаци кривих другого порядку 1 знайден! 1х канончн! 
форми равнянь. Основу методу складае анал1з симетрично! матриц! третього порядку, складено1 з 
коефипенив симетрично] квадратично! форми другого порядку двох змнних. 


Г.Р. Мтопепко, 1.Г. РегепКо 

Тве Маблх Ме®о4 юг СазЙсайоп о{ Фе Зесопа Ог4ег Сигуе5 

Гл Фе рарег Фе зпаре тево4 оРа <аззсаноп оЁ Фе зесоп4 отдег сигуез 15 оНеге4 ап еп сапопса| плз Юг 
едиайопз аге оипа. ТВе плефо4 15 Базе оп Фе апа[у$15 оЁР фе и ог4ег зутглейлса| плайлх, \асЬ 15 Юппеа Бу 
Фе сое сет оЁФе зесоп4 огег зуплтейлса] дтадгайс Копп оЁ бо уапаЫез. 


Статья поступила в редакцию 29.06.2011. 
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